Rezolvare:

Afirmaţie: Modificarea stării unei singure lămpi este posibilă dacă şi numai dacă (N,M)=1 şi M este impar.
Demonstraţie: Fie N şi M prime între ele şi fie M impar. Atunci există întregii pozitivi a şi b astfel ca aM - bN = 1. 
Putem rescrie această relaţie sub forma (a + N)M - (b +M)N = 1, deci b este par.
Atunci putem modifica starea unei singure lămpi L în modul următor: Apăsăm butonul pentru lămpile L,. . . ,L+M-1, apoi pentru L+M, . . . ,L+2M-1,  ultima apăsare fiind pentru secvenţa de lămpi L+(a-1)M, . . . ,L+aM-1. (toate valorile sunt calculate modulo N) .  După toate aceste operaţii, starea lămpii L este modificată de b+1 ori, pe când toate celelalte - de numai b ori. 
Să presupunem că N şi M au un factor prim comun p. Pentru uşurinţă vom colora becurile cu p culori astfel: pentru fiecare L=1,...,N, becul L va lua culoarea L mod p. Pentru că şi M este divizibil cu p, orice apăsare pe buton va modifica starea unui număr egal de becuri de fiecare culoare. Deci va fi imposibil să se modifice starea unui singur bec. 
Dacă M ar fi par, atunci pentru a modifica starea unui singur bec, acel bec trebuie activat de un număr impar de ori, pe când toate celelalte becuri din cerc trebuie activate de un număr par.  Deci numărul total de schimbări de stare va fi impar, ceea ce este imposibil pentru un M par.
Deci problema are soluţie numai pentru numerele N cu proprietăţile:
- Suma cifrelor lui N este <10,
- N este prim cu 105.

Am primit soluţii detaliate de la Ady Nicolae şi  Szabo Zoltan.

Soluţia 1 (Ady Nicolae):
Notăm cu L1, L2, …, LN cele N lămpi.
Starile stins/ aprins le-am notat cu X şi O.
 Pentru exemplificare am prezentat mai jos cazul cu N=5 şi M=3.
 
	 
	L1
	L2
	L3
	L4
	L5

	 
	x
	x
	o
	o
	x

	1
	o
	o
	x
	x
	o

	2
	x
	x
	o
	o
	x

	3
	o
	o
	x
	x
	o

	4
	x
	x
	o
	o
	x

	5
	o
	 
	 
	 
	 


 
1. După 7 apăsări pe butonul M=3 doar lampa L1 s-a modificat.
2. Lampa L1 şi-a modificat poziția de 5 ori, celelalte 4 lămpi doar de 4 ori fiecare.
3. 7 x 3 – 4 x 5 = 1, deci 7 x M – 4 x N = 1
4. Se observă că şi pentru 2 x M – 1 x N =1.
5. N nu trebuie să se împartă la M.
 
Pentru N = 105.
Vom căuta relații de forma:
A x M – B x N = 1, unde A>B; A, B numere  întregi.
 În tabelul de mai jos am centralizat rezultatele, pana la A =48.
Se observă că sunt foarte multe soluții – marcate cu OK în tabel.
	A
	A x M
	B X N
	N
	B<A
	Observatii

	2
	210
	209
	209
	1
	Suma cifrelor > 9

	3
	315
	314
	157
	2
	Suma cifrelor > 9

	4
	420
	419
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	5
	525
	524
	131
	4
	N<M

	
	
	
	261
	2
	Suma cifrelor > 9

	6
	630
	629
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	7
	735
	734
	367
	2
	Suma cifrelor > 9

	8
	840
	839
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	9
	945
	944
	118
	8
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	236
	4
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	472
	2
	Suma cifrelor > 9

	10
	1050
	1049
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	11
	1155
	1154
	577
	2
	Suma cifrelor > 9

	12
	1260
	1259
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	13
	1365
	1364
	341
	4
	OK

	 
	 
	 
	682
	2
	Suma cifrelor > 9

	14
	1470
	1469
	113
	13
	OK

	15
	1575
	1574
	787
	2
	Suma cifrelor > 9

	16
	1680
	1679
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	17
	1785
	1784
	223
	8
	OK

	 
	 
	 
	446
	4
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	892
	2
	Suma cifrelor > 9

	18
	1890
	1889
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	19
	1995
	1994
	997
	2
	Suma cifrelor > 9

	20
	2100
	2099
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	21
	2205
	2204
	116
	19
	OK

	 
	 
	 
	551
	4
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	1102
	2
	OK

	22
	2310
	2309
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	23
	2415
	2414
	71
	34
	N<M

	 
	 
	 
	142
	17
	OK

	 
	 
	 
	1207
	2
	Suma cifrelor > 9

	24
	2520
	2519
	229
	11
	Suma cifrelor > 9

	25
	2625
	2624
	82
	32
	N<M

	 
	 
	 
	164
	16
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	328
	8
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	656
	4
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	1312
	2
	OK

	26
	2730
	2729
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	27
	2835
	2834
	109
	26
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	218
	13
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	1417
	2
	Suma cifrelor > 9

	28
	2940
	2939
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	29
	3045
	3044
	761
	4
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	1522
	2
	Suma cifrelor > 9

	30
	3150
	3149
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	31
	3255
	3254
	1627
	2
	Suma cifrelor > 9

	32
	3360
	3359
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	33
	3465
	3464
	433
	8
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	866
	4
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	1732
	2
	Suma cifrelor > 9

	34
	3570
	3569
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	35
	3675
	3674
	167
	22
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	334
	11
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	1837
	2
	Suma cifrelor > 9

	36
	3780
	3779
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	37
	3885
	3884
	971
	4
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	1942
	2
	Suma cifrelor > 9

	38
	3990
	3989
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	39
	4095
	4094
	178
	23
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	2047
	2
	Suma cifrelor > 9

	40
	4200
	4199
	221
	19
	OK

	 
	 
	 
	247
	17
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	323
	13
	OK

	41
	4305
	4304
	269
	16
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	538
	8
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	1076
	4
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	2152
	2
	Suma cifrelor > 9

	42
	4410
	4409
	 
	 
	Nu exista valori pentru B

	43
	4515
	4514
	122
	37
	OK

	 
	 
	 
	2257
	2
	Suma cifrelor > 9

	44
	4620
	4619
	149
	31
	Suma cifrelor > 9

	45
	4725
	4724
	1181
	4
	Suma cifrelor > 9

	 
	 
	 
	2362
	2
	Suma cifrelor > 9

	46
	4830
	4829
	439
	11
	Suma cifrelor > 9

	47
	4935
	4934
	2467
	2
	Suma cifrelor > 9

	48
	5040
	5039
	 
	 
	Nu exista valori pentru B


 
Pentru a avea un răspuns valabil, atât pentru 105, cât şi pentru 2015, va trebui ca:
A1 x 105 = A2 x 2015.
Primele 6 cazuri sunt date mai jos:
	A1
	A1 x 105
	A2
	A2 x 2015

	2418
	253890
	126
	253890

	2821
	296205
	147
	296205

	3224
	338520
	168
	338520

	3627
	380835
	189
	380835

	4030
	423150
	210
	423150

	4433
	465465
	231
	465465


 Pentru A1 = 3627 şi A2 = 189 se obține:
A1 x 105 = A2 x 2015 = 380835.
 Deci, N x B = 380835 – 1 = 380834
Am găsit valoarea N = 11201, pentru B = 34, valoare ce satisface ambele valori ale lui M (105 şi 2015).

Soluţia 2 (Szabo Zoltan):
Fără a modifica cerinţa problemei voi considera că cele N becuri formează vîrfurile unui poligon regulat, deci se află pe un cerc. Astfel voi putea vorbi despre măsura arcului de cerc asociat secvenţei formate din M becuri consecutive.
Din enunţul problemei nu rezultă clar modul în care avem acces la cele  M=105 becuri:
    a. avem libertatea să decidem care este poziţia de început a secvenţei, astfel putem alege convenabil secvenţa de M becuri asupra căreia lucrăm. Cu această metodă, orice bec vizat poate fi modificat prin alegerea convenabilă a secvenţelor.
    b. în cazul apăsării de mai multe ori a butonului , secvenţele cu cele M becuri, sunt una în prelungirea celeleilalte în sens trigonometric (sau în sensul acelor de ceasornic). În acest caz, pornind dintr-o poziţie dată va trebui să acoperim un arc de cerc ce are măsura de k*720 de grade plus un bec. Acel bec de la sfârşitul arcului de cerc va avea starea modificată, adică becul ce îşi va schimba starea, este unci determinat şi doar acel bec are capacitatea că se schimbă independent de celelalte becuri.
    c. poziţia secvenţelor celori M becuri nu respectă nicio regulă de la o apăsare la alta. În acest caz nu avem control asupra soluţiei.
 
Dacă tratăm problema în funcţie de valoarea lui N,  avem următoarele cazuri:
1. N < M
În acest caz la o singură apăsare a butonului M unele becuri se vor activa de mai multe ori, secvenţa de becuri formând un arc de cerc cu valoare mai mare de 360 de grade . Dacă un bec  se activează de un număr par de ori, atunci starea lui iniţială şi starea lui finală vor fi identice, iar dacă se activează de un număr impar de ori, atunci starea  lui se va schimba din 0 în 1 sau din 1 în 0.
De exemplu, Dacă N=52 şi M=105, dintre cele 52 de becuri, 51 vor fi activate de 2 ori, deci starea lor nu se va schimba, iar un bec va fi activat de 3 ori, astfel am schimbat starea unei singure lămpi cu o singură mutare.
Cu N mai mic decât M luăm în considerare, că M şi N trebuie să respecte relaţia: M=2p*N+1, astfel toate becurile din N sunt activate de un număr par de ori, şi un singur bec de un număr impar de ori.
Observăm, că M-1=2p*N.  M=105, ne interesează descompunerea în factori primi al numărului 104.
104=2*2*2*13, de unde obţinem cazurile
104=2*52, adică                 105=2*52+1
104=52*2, adică                 105=52*2+1
104=4*26, adică                 105=4*26+1
104=26*4, adică                 105=26*4+1
104=8*13, adică                 105=8*13+1
104=104*1 adică                105=104*1+1 cazul banal, nu îl introducem în mulţimea soluţiilor
Răspuns pentru M=105, N<M:
Dacă valoarea lui N este una din valorile 52, 2, 26, 4, 13 toate aceste numere au suma cifrelor cel mult 9, şi la apăsarea butonului M se va schimba starea unui singur bec.
În cazul în care nu se acceptă soluţia cu o singură apăsare, această soluţie adaptăm la cele două  variante:
a. (cu alegerea liberă a secvenţei, să avem control asupra becului aprins) Apăsăm butonul de un număr impar de ori şi schimbăm starea aceluiaşi bec, de data asta nu cu o singură apăsare.
b. (secvenţele de M becuri asupra cărora acţionăm, sunt una în continuarea celeilalte). În acest caz prin apăsarea simultană de k ori a butonului, vor fi activate k becuri consecutive. Deci vom apăsa butonul M de 2N+1 ori, sau şi mai general 2pN+1 ori, astfel toate cele N becuri din structură vor fi activate de un număr par de ori, iar un singur bec de un număr impar de ori.
 
Dacă M=2015, atunci M-1=2014=2*19*53.
2014=2*1007, adică                2015=2*1007+1
2014=38*53, adică                2015=38*53+1
2014=106*19, nu poate fi soluţie pentru că suma cifrelor lui 19 depăşeşte 9.
Răspuns pentru M=2015, N<M:
Dacă M=2015, atunci pentru valorile lui N egale cu 1007 sau 53, printr-o singură apăsare a butonului, starea unui singur bec se va schimba. În cazul în care soluţia cere apăsarea repetată a butonului M, în funcţie de cazurile a. sau b. vom proceda la fel cum am procedat mai sus.
2. N > M
În acest caz o apăsare a butonului M va activa un arc de cerc cu măsura mai mică decât 360 de grade. Asta înseamnă că butonul M se va apăsa obligatoriu de mai multe ori, conform enunţului problemei.
Pentru ca să se activeze un singur bec, şirul de secvenţe de lungime M trebuie să acopere un arc de cerc de măsura k*720+1.
Avem p*M=2kN+1
p*M-1=2kN
p*105-1=2kN
trebuie să găsim numere p,k,N convenabile care să respecte condiţiile impuse de problemă.
De exemplu 5*105-1=524=4*131
Adică dacă N=131, M=105, prin apăsarea de 5 ori a butonului M, vom acţiona asupra a 525 de becuri. Dar fiindcă avem 131 de becuri, fiecare dintre ele va fi activat de 4 ori, 4*131=524, iar un bec va fi activat şi a 5-a oară. Acesta va fi becul asupra căruia am activat să îi schimbăm starea.
O altă soluţie posibilă se obţine din egalitatea 13*105-1=4*341, cu M=105, N=341, butonul M se apasă de 13 ori, iar la final rămâne un singur bec schimbat.
Pentru M=2015 ne putem folosi de egalitatea 3*2015-1=2*3022, de unde se obţine soluţia M=2015, N=3022, butonul M se apasă de 3 ori şi fiecare bec îşi schimbă starea de două ori, cu excepţia unuia, care se schimbă de trei ori.
O altă soluţie pentru M=2015 se obţine din 2015 * 2015 - 1=2 * 2030112, adică M=2015, N=2030112, butonul M se apasă de 2015 ori, şi toate becurile se vor activa de două ori, cu excepţia becului ce îşi schimbă starea.

Observam ca această ultimă relatie sugerează o tratare generala a problemei.
p*M=2kN+1
Vedem că  numerele P*M şi 2*k*N sunt numere naturle consecutive, deci sunt prime între ele, adică cel mai mare divizor comun este 1.
          cmmdc(p*M,2*k*N)=1
De aici deducem următoarele:
·  p întotdeauna este număr impar.
· M şi N sunt prime între ele, adică avem cmmdc(M,N)=1
                În acest sens să studiem câteva dntre soluţii următoare:
 
a. M=105, N=52    este soluţie pt că cmmdc(105,52)=1
Observăm că cmmdc(2015,52)=13 deci valoarea N=52 NU este valabilă şi pentru M=2015.
b. La fel N=26, N=13 vor fi soluţii pentru M=105 şi nu vor fi soluţii pentru M=2015
c. N=2 şi N=4 este soluţie atât pentru M=105, cât şi pentru M=2015.
d. N=1007 este soluţie atât pentru 105, cât şi pentru 2015, pentru că avem cmmdc(105,1007)=1 şi cmmdc(2015,1007)=1.
e.N=53 este soluţie atât pentru 105, cât şi pentru 2015, pentru că avem cmmdc(105,53)=1 şi cmmdc(2015,53)=1.
 
Să studiem cănd vom avea soluţii comune pentru 105 şi 2015, şi în ce condiţii un număr N nu este soluţie comună pentru cele două numere.  
Ştiind că 105=3*5*7,   2015=5*13*31
a. Orice N număr natural ce NU conţine printre factorii primi pe 3,5,7,13,şi 31 este soluţie comună atât pentru M=105 cât şi pentru M=2015.
b. Orice număr natural ce conţine factorii primi 13 sau 31, dar nu conţine printre factori numerele 3,5 şi 7, va fi soluţie pentru M=105  şi nu va fi soluţie pentru M=2015
c. Orice număr natural ce conţine cel puţin unul din factorii 3 sau 7, dar nu conţine printre factori numerele 5, 13, 31, va fi soluţie pentru M=2015 şi  nu va fi soluţie pentru M=105
d. Orice număr multiplu de 5 nu va fi soluţie nici pentru M=105 şi nici pentru M=2015.


Simona Popescu şi Aurel Ionescu  au dat răspunsuri corecte dar nedemonstrate. De asemenea am mai primit o rezolvare corectă de la o adresă necunoscută.


